
Własności funkcji monotonicznych i funkcji o skończonym
wahaniu

Definicja. Rodzina (domkniętych) przedziałów F pokrywa zbiór E w sensie Vita-
liego, jeśli dla dowolnego x ∈ E i ε > 0 istnieje przedział I ∈ F , dla którego x ∈ I
oraz |I| 6 ε

Lemat pokryciowy Vitaliego. Dany jest zbiór E ⊆ R o skończonej mierze ze-
wnętrznej Lebesgue’a oraz jego pokrycie Vitaliego F . Wówczas dla dowolnego ε ist-
nieje rozłączna skończona podrodzina F ′ ⊆ F taka, że

|E \
⋃
F ′|∗ 6 ε.

Dowód. W tej wersji do znalezienia np. na MathOnline.wikidot.com, dokładnie tu
i tu.

Definicja.

Df(x) := lim sup
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
δ→0+

sup
0<|h|<δ

f(x+ h)− f(x)
h

,

Df(x) := lim inf
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
δ→0+

inf
0<|h|<δ

f(x+ h)− f(x)
h

.

Twierdzenie. Jeśli f : [a, b]→ R jest niemalejąca, to

|Df > α|∗ 6
1
α

(f(b)− f(a)) dla każdego α > 0,

|Df =∞|∗ = 0.

Zarys dowodu. OznaczmyEα = {Df > α}, ustalmy pomocniczo ε > 0 oraz 0 < α′ < α.
Sprawdzamy, że

F =
{

[c, d] :
f(d)− f(c)

d− c
> α′

}
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jest pokryciem Vitaliego Eα i otrzymujemy F ′ = {[cj, dj]} jak w lemacie. Wtedy

|Eα|∗ 6 |Eα \
⋃
F ′|∗ + |

⋃
F ′|∗

6 ε+
∑
j

(dj − cj)

6 ε+
1
α′
∑
j

(f(dj)− f(cj))

6 ε+
1
α′

(f(b)− f(a)),

co po przejściu granicznym ε↘ 0, α′ ↗ α daje pierwszą część tezy. Drugą otrzymu-
jemy przez przejście α↗∞.

Twierdzenie. Jeśli f : [a, b] → R jest niemalejąca, to klasyczna pochodna f ′(x)
istnieje dla p.w. x ∈ (a, b).

Zarys dowodu. Oznaczmy Eαβ = {Df < β < α < Df < ∞} dla każdej pary liczb
wymiernych 0 6 β < α. Ustalmy ε > 0 i wybierzmy zbiór otwarty Eαβ ⊆ U taki, że
|U | 6 |Eαβ|∗ + ε. Sprawdzamy, że

F =
{

[c, d] ⊆ U :
f(d)− f(c)

d− c
< β

}

jest pokryciem Vitaliego Eαβ i otrzymujemy F ′ = {[cj, dj]} jak w lemacie. Z po-
przedniego twierdzenia na każdym przedziale [cj, dj] mamy

|Eαβ ∩ [cj, dj]|∗ 6
∣∣∣{Df > α} ∩ [cj, dj]

∣∣∣
∗
6

1
α

(f(dj)− f(cj)),

co po zsumowaniu daje

|Eαβ|∗ 6
1
α

∑
j

(f(dj)− f(cj)) 6
β

α

∑
j

(dj − cj) 6
β

α
|U | 6 β

α
(|Eαβ|∗ + ε).

Po przejściu granicznym ε↘ 0 mamy |Eαβ|∗ 6 β
α
|Eαβ|∗, a więc |Eαβ|∗ = 0.

Po usunięciu wszystkich zbiorów Eαβ oraz zbioru {Df =∞} pozostaje zbiór pełnej
miary, na którym zachodzi równość Df = Df , a więc istnieje klasyczna pochodna
f ′.
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Definicja. Dla funkcji f : [a, b]→ R i podziału

ν : a = x0 < x1 < . . . < xk = b

definiujemy

tν =
k∑
j=1

f(xj)− f(xj−1),

pν =
k∑
j=1

(f(xj)− f(xj−1))+,

nν =
k∑
j=1

(f(xj)− f(xj−1))−,

a następnie T (f, [a, b]) := supν tν , analogicznie P (f, [a, b]) oraz N(f, [a, b]). Funkcja
f ma skończone wahanie na [a, b] (f ∈ BV ([a, b])), jeśli T (f, [a, b]) <∞.

Zadanie 1. Funkcja niemalejąca ma skończone wahanie, a dokładnie

T (f, [a, b]) = P (f, [a, b]) = f(b)− f(a), N(f, [a, b]) = 0

Zadanie 2. Jeśli funkcje g, h są monotoniczne, to funkcja f = g − h również ma
skończone wahanie oraz T (f, [a, b]) 6 T (g, [a, b]) + T (h, [a, b])

Zadanie 3. Jeśli funkcja f ma wahanie skończone, to istnieją funkcje niemalejące
g, h takie, że f = g − h oraz T (f, [a, b]) = T (g, [a, b]) + T (h, [a, b]). Wskazówka:
rozważyć g(x) = P (f, [a, x]) i h(x) = N(f, [a, x]).

Twierdzenie. Jeśli f : [a, b]→ R jest niemalejąca, to

0 6
∫ b

a
f ′(x) dx 6 f(b)− f(a).

Wniosek: jeśli f ∈ BV ([a, b]), to
∫
|f ′| 6 T (f).

Zarys dowodu. Przedłużamy f na R, kładąc f(a) i f(b) na odpowiednich półpro-
stych. Rozważmy ciąg funkcji fk(x) = f(x+1/k)−f(x)

1/k i ich całek

∫ b

a
fk = k

(∫ b+1/k

b
f −

∫ a+1/k

a
f

)
6 k

(∫ b+1/k

b
f(b)−

∫ a+1/k

a
f(a)

)
= f(b)− f(a).
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Z poprzedniego twierdzenia wiemy, że fk(x) → f ′(x) p.w., a więc z lematu Fatou
wnioskujemy ∫ b

a
f ′ 6 lim inf

∫ b

a
fk 6 f(b)− f(a).
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