Whasnosci funkeji monotonicznych i funkeji o skonczonym
wahaniu

Definicja. Rodzina (domknietych) przedziatéw F pokrywa zbiér E w sensie Vita-
liego, jesli dla dowolnego x € E i € > 0 istnieje przedziat I € F, dla ktérego x € [
oraz |I| < e

Lemat pokryciowy Vitaliego. Dany jest zbior £ C R o skonczonej mierze ze-
wnetrznej Lebesgue’a oraz jego pokrycie Vitaliego F. Wéwcezas dla dowolnego ¢ ist-
nieje roztgczna skonczona podrodzina F' C F taka, ze

IE\JF|.<e.
Dowod. W tej wersji do znalezienia np. na MathOnline.wikidot.com, doktadnie tu
itu. [
Definicja.
= . fle+h)—fl=) fl@+h) - f(z)
Df(x) :=limsu = lim su ,
/(@) ot h §—0+ 0<|h|p<6 h
Df(x) := liminf (z+h) = /() = lim inf (x+h) = f(z)
h—0 h 5—0t 0<|h|<d h

Twierdzenie. Jesli f: [a,b] — R jest niemalejaca, to

(f(b) — f(a)) dla kazdego a > 0,

Zarys dowodu. Oznaczmy E, = {Df > a}, ustalmy pomocniczo e > 0 oraz 0 < o’ < a.
Sprawdzamy, ze

]—":{[c,d]:d


http://mathonline.wikidot.com/
http://mathonline.wikidot.com/the-vitali-covering-lemma-part-1
http://mathonline.wikidot.com/the-vitali-covering-lemma-part-2

jest pokryciem Vitaliego E, i otrzymujemy F' = {[c;, d;]} jak w lemacie. Wtedy
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(f(b) = f(a)),

co po przejsciu granicznym ¢ \, 0, o/ " « daje pierwsza cze$é tezy. Druga otrzymu-
jemy przez przejscie a /" 00. O

Twierdzenie. Jedli f: [a,0] — R jest niemalejaca, to klasyczna pochodna f'(z)
istnieje dla p.w. x € (a,b).

Zarys dowodu. Oznaczmy E,3 = {Df < 3 < a < Df < oo} dla kazdej pary liczb
wymiernych 0 < 8 < a. Ustalmy € > 0 i wybierzmy zbiér otwarty E,3 C U taki, ze
|U| < |Eapl« + €. Sprawdzamy, ze

d) —
f:{[c,d] cp. fd-Ffld <5}
d—c
jest pokryciem Vitaliego E.p 1 otrzymujemy F' = {[¢;,d;]} jak w lemacie. Z po-
przedniego twierdzenia na kazdym przedziale [c;, d;] mamy
|Bap N lej,djl. < {Df > a} ey, dj]| <

co po zsumowaniu daje

Busle < = S(7(d5) — £le) <

(1Bagle +€).
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Po przejéciu granicznym € \, 0 mamy |E,gl, < g\Eaﬁ\*, a wiec |Euple = 0.
Po usunigciu wszystkich zbioréw E, s oraz zbioru {Df = oo} pozostaje zbiér pelnej
miary, na ktéorym zachodzi réwnos¢ Df = Df, a wiec istnieje klasyczna pochodna
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Definicja. Dla funkeji f: [a,b] — R i podziatu
Via=xro<t1<...<zxp=0>

definiujemy
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a nastepnie T'(f, [a,b]) := sup,, t,, analogicznie P(f,|a,b]) oraz N(f,|a,b]). Funkcja
f ma skonczone wahanie na [a,b] (f € BV ([a,b])), jesli T(f, a,b]) < oc.

Zadanie 1. Funkcja niemalejaca ma skonczone wahanie, a doktadnie

T(f,la,b]) = P(f,[a,0]) = f(b) = f(a), N(fla,b]) =0

Zadanie 2. Jesli funkcje g, h sa monotoniczne, to funkcja f = g — h réwniez ma
skoniczone wahanie oraz T'(f, [a,b]) < T(g, [a,b]) + T(h, [a, b])

Zadanie 3. Jedli funkcja f ma wahanie skonczone, to istnieja funkcje niemalejace
g,h takie, ze f = g — h oraz T(f,[a,b]) = T(g,[a,b]) + T(h,|a,b]). Wskazéwka:
romwaiy¢ g(x) = P(f, [a,2]) i h(z) = N(f, [a,2]).

Twierdzenie. Jedli f: [a,b] — R jest niemalejaca, to
b
0< [ f/(@) dz < () - f(a).

Wniosek: jesli f € BV ([a,b]), to [|f'| < T(f).

Zarys dowodu. Przedtuzamy f na R, ktadac f(a) i f(b) na odpowiednich po6tpro-

stych. Rozwazmy ciag funkcji fy(z) = W i ich calek

[ o=t ( [t f) <k ( [ - [ f(a)> — 1(6) — fla).
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Z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze fr(z) — f'(z) p.w., a wigc z lematu Fatou
wnioskujemy

[ <t [ < £0) - fla).



